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Resumo

O célculo de bloqueios ponto a ponto em redes de teletrdfego com encaminhamento
alternativo, usando modelos bi-paramétricos de trafego (ou outros), poe problemas a nivel
da especificagao de algoritmos iterarivos globais e de sub-modelos de célculo dos trafegos
marginais nos feixes, de natureza delicada, sobretudo quando se consideram redes de
grande dimensdo e a existéncia de avarias em feixes e/ou nés da rede. Neste trabaltho é
proposta, de forma sistematizada uma abordagem algoritmica desses problemas tomando
como base a fungio de Wan Chan no que concerne ao célculo dos bloqueios ponto a ponto
em fungao dos bloqueios marginais e focando por outro lado os virios algoritmos de célculo
numérico desenvolvidos e/ou utilizados e a sua interligagdo no modelo global. Admite-se
que cada avaria (ou avarias) na rede fisica correspondem a outras tantas configuragoes
de rede funcionalmente diferentes, como é tipico nos modelos de anilise de fiabilidade-
qualidade de servigo de redes (ver relatério [8]) -

1 Introducao

O célculo de bloqueios ponto a ponto em redes de teletrafego com encaminhamento alternativo,
usando modelos bi-paramétricos de trifego (ou outros), pde problemas a nivel da especificacao
de algoritmos iterarivos globais e de sub-modelos de cilculo dos trifegos marginais nos feixes,
de natureza delicada, sobretudo quando se consideram redes de grande dimensio e a existéncia
de avarias em feixes e/ou nés da rede.

Este problema geral, para uma dada rede definida pela sua estrutura (topologia, e capaci-
dades dos feixes), regras de encaminhamento e pelos trifegos oferecidos entre nés (centros de
comutagdo) conduz a varios problemas e questdes particulares a saber:

i) A obtencdo de um algoritmo numérico eficiente, necessariamente iterativo, para cilculo
dos bloqueios marginais (experimentados pelos fluxos de trifego né a né nos arcos da
rede que podem utilizar em funcio do encaminhamento). Este algoritmo é utilizado
para resolver um nimero por vezes muito elevado de equagoes nao lineares, implicitas,
que serd de dimensio proporcional ao produto do nimero de fluxos de trafego origem-
destino pelo nimero de arcos utilizados em média por cada um deles, nos caminhos
definidos na rede, pelas regras de encaminhamento.

ii) A escolha de um modelo biparamétrico de trifego (por ser o tipo de aproximacio
mais simples e computacionalmente eficiente numa rede de dimensio significativa) que
garanta um compromisso razoavel entre eficiéncia e erros (inerentes & aproximacdo ao
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modelo estocéstico), para célculo dos bloqueios marginais em fungao dos trifegos e
variancias marginais nos feixes da rede.

iii) O célculo das médias e varidncias marginais em fungio dos valores correntes dos bloqueios
marginais.

iv) Cilculo dos bloqueios ponto a ponto em funcdo dos bloqueios marginais.

v) A forma de interacgio entre os algoritmos correspondentes aos pontos i), ii), iii) e iv).

Iremos neste trabalho abordar de forma sistematizada toda esta problematica focando em
detalhe os pontos i), iv) e v) dado que iii) (cilculo das médias e variincias marginais ja foi
tratado no relatério [3] - onde se propés um novo algorimo para o efeito). Quanto ao ponto i)
(modelo aproximativo bi-paramétrico do trifego de transbordo) as suas bases estio revistas
em [3] e a anlise detalhada de alguns modelos em [5], fazendo-se no presente relatério apenas
uma breve referéncia a esta questiao de modelacio de trafego.

Comecaremos por apresentar a representacao matematica da rede e por definir a respectiva,
notagao (secgdo 2). O modelo de cilculo dos bloqueios ponto a ponto serd sistematizado e
decomposto em virios algoritmos, articulados, na seccao 3. Na seccao 4 discute-se e apresenta-
se uma iteradora de Gauss-Seidel para resolugio das equacdes nao lineares que permitem
calcular os bloqueios marginais. A descricio da teoria sub jacente aos algoritmos de cilculo do
bloqueio ponto a ponto em fungio dos bloqueios marginais e a formulagao desses algoritmos,
sao apresentados na secgao 5.

2 Representacao da Rede
2.1 Rede de Teletrifego

Iremos representar matematicamente uma rede de teletrifego (inter-centrais) com comutacio
por circuitos através do 6-uplo ordenado:

R=(V,L,F,EC,R,)
onde cada elemento representa as entidades seguintes:

® V é o conjunto (finito) de nodos (centros de comutagio) da rede e £ é o conjnto dos
arcos (pares ordenados de nodos) de tal forma que G = (V, L) é um grafo conexo que
define a topologia da rede.

¢ O conjunto F é o conjunto de fluxos de trifego em G:
F = {('v,-,vj) EVXV:vy# vj}= {fl,fz,...,flfl}

Definiremos para cada fluxo f € F um conjunto ordenado P(f) de caminhos para o
fluxo f, designado por plano de encaminhamento:

P = [P (1), 22(1), . 25 (F)]

onde k = |P(f)| depende de f.




Ao conjunto: P = {P(f): f € F} chamamos conjunto dos planos de encaminhamento.

Em geral cada caminho p(f) é definido por uma sequéncia de arcos contiguos de rede:

P(f) = {l;’ ;a'-'al;c—l}

tal que:
= (vfvhyy) €L, j=1(1)k~1

Notar que no caso mais geral (redes com avaria e sem cranckback) além dos chamados
caminhos completos, (para os quais o iltimo arco & I'_, = (v)._y,v] = v;) sendo v 0 16
destino do fluxo f = (v,, v;) - ou seja caminhos que permitem alcangar o né destino —
também podem ocorrer caminhos de perda que nao permitem alcancar o né destino; é
o caso de certos caminhos nas redes sem cranckback e dos caminhos interrompidos por

corte dos feixes, por avarias nos suportes fisicos.

e ¢ é o conjunto de relagées cujos elementos sio pares (fluxo, arco):

e={(ff,)eFxL:IpeP(f) com l € p}

¢ C é uma fungdo que define de forma genérica as capacidades C(l) dos arcos (feixes

funcionais):
C: £L—- 2zt
I=C()

® R, é o conjunto de regras que juntamente com P definem totalmente o algoritmo de en-
caminhamento para todos os fluxos. Por exemplo definird se existe ou nao cranckback,
ou situagdes intermédias (cranckback s6 em certos nés de transito) e depende do sistema
de sinalizagio da rede fisica e das fungées de encaminhamento implementadas no software
de controlo nos centros de comutagio.

Adicionalmente admitiremos que os bloqueios internos nos centros de comutacao sio nulos
ou despreziveis.

2.2 Caracterizagao do Trifego na Rede
2.2.1 Hipétese Gerais

i) Admitiremos que os fluxos de trafego exégeno, oferecidos entre pares de nés sio processos
de Poisson, independentes entre si e que as duragoes das chamadas e portanto os tempos
de ocupagdo tém uma distribuigio exponencial negativa.

ii) Considera-se a hip6tese simplificativa, usual nas redes deste tipo, da independéncia
estatistica das ocupagoes nos diferentes arcos da rede.

iii) Como j4 referido iremos usar na modelagao estocdstica aproximada dos fluxos de trifego,
de tipo bi-paramétrico, baseada na especificagdo dos dois primeiros momentos, média e
variancia dos fluxos de trifego.

iv) Adicionalmente admitiremos que os bloqueios internos nos centros de comutacao sio
nulos ou despreziveis.




2.2.2 Parametros Caracterizadores dos Trafegos

Dada a rede R iremos considerar o seguinte conjunto de parametros para efeitos de anilise
do trafego na rede, tendo em conta as hipéteses e objectivos do modelo de trifego na rede:

AT : F 5 R, f— AT(f)

AT(f)= Média do trafego exégeno do fluxo f.

EEB:F - [0,11C R, f » EEB(f)

E'EB(f)= Bloqueio ponto a ponto do fluxo f.

Define a probabilidade de uma chamada do fluxo f ser perdida.
A: LR, I A(l)

A(l)= Média do trafego (global) oferecido ao ramo .
A:L() =5 RE, I A()

A(l)Z= Média do trifego de transbordo (global) do ramo .
A: L RY 1 AQ)

A(l)= Média do trafego transportado (global) pelo ramo I.
Am 1 F X L= R, (fil) = An(f,])

Am(f,1)= Média do trifego marginal oferecido pelo fluxo f ao ramo ! (Se (f,!) ¢ ¢,
tem-se, A, (f,1) = 0).

An :FX L= RE, (£,1) = An(f,)
A (f,1)= Média do trafego marginal de transbordo do fluxo f no ramo / (Se (f,1) ¢ e,
tem-se, A, (f,1) = 0).

An  FxLoRE, (f,) - An(f,0)
An (f, l)= Média do trifego marginal do fluxo f transportado pelo ramo ! (Se (f,1) € €,
tem-se, A, (f,!) = 0).

B : Fx L—[0,1]CR, (f,1) = Bn(f,1)

_J An(£,D)/An(f,1) se(f)ee
B’"(f”)‘{ 0 o (f,) e

B, (f,1)= Bloqueio marginal de chamadas do fluxo f no ramo 1.

3 Calculo dos Bloqueios Ponto a Ponto — Sistematizacao

3.1

Algoritmica

Algoritmos interactuantes para o cdlculo da matriz de bloqueios ponto
a ponto

Numa perspectiva algoritmica, vamos abordar de forma sistematizada o problema PEEB!
(problema do cdlculo dos bloqueios ponto a ponto), ou seja, vamos definir o conjunto de

'da expressio inglesa "end-to-end blocking”.




procedimenttos algoritmicos que permitem calcular os bloqueios ponto a ponto, quando
conhecemos a matriz de trifego exdgeno para a rede. Seguiremos a abordagem e notacio
propostas em [5] e [6].

Vamos utilizar a seguinte notacao:

oV, VeV para representar, respectivamente, a variancia do tréfego (global), a variancia
do trifego de transbordo (global) do ramo ! e a variancia do trdfego transportado
(global) pelo ramo .

¢ Vi, Vim eV}, para representar, respectivamente, a variancia do trifego marginal oferecido
pelo fluxo f ao ramo I, a variancia do trifego marginal de transbordo do fluxo f no
ramo [ e a variancia do trafego marginal do fluxo f transportado pelo ramo 1.

© Z, Z e 7 para representar, respectivamente, o factor de pico do trifego (global), o
factor de pico do trafego de transbordo (global) do ramo [ e o factor de pico do trafego
transportado (global) pelo ramo I.

© Zp, 7 e Zn para representar, respectivamente, o factor de pico do trdfego marginal
oferecido pelo fluxo f ao ramo I, factor de pico do trifego marginal de transbordo do
fluxo f no ramo I e o factor de pico do trifego marginal do fluxo f transportado pelo
ramo [.

e B(l) bloqueio global de chamadas no ramo I.

Vamos agora definir as matrizes e vectores que intervém na descri¢do dos algoritmos
envolvidos no problema PEEB.

Nas definicdes que se seguem supoe-se fixada uma ordenacio para os elementos dos
conjuntos V,L,F e £.

e Matriz do trifego exégeno: AT = [AT;], ¢, 5 = 1(1)]V)

AT (vi,v;) se f=(v,v;) € F
0 sei=j

AT;; = {
¢ Matriz de bloqueios ponto a ponto: EEB = [EEB;j], i,5 = 1(1)}V|

EEB(v;,v;) se f=(v,v;) € F

EEBH:{ 0 sei=j

® Matriz parametrizadora do trifego oferecido 2 um ramo ! € £:
AL(l) = [AL()ij), i=1,2; j= 1(1)]F]

) An(f;]) sei=1
AL(l)z] - { Vm(fj,l) sei=9

Ou seja:

—4—L-(l)= Am(flsl) Am(fz,l) Am(f3,l) Am(flj:l,l)
‘ Va(f1,0) Va(fal) Vi(fs,)) -+ Va(fim )

=



Matriz parametrizadora do trifego de transbordo num ramo ! € £:
AL() = [AL();), i=1,2; j =1(1)|F]

Fon.. _ | Am(fiy]) sei=1
AL _{ Vm(fj,l) sei=2

Ou seja:
TE(I): l: %m(fl,l) fém(f‘lvl) %m(fS,l) (flj__l’[) J |
) Vi (f1,1) Vm(fz,l) Vin(fa, 1) -+~ m(f|-7"|71)

Matriz parametrizadora do trifego transportado pelo ramo I € £:
AL(l) = [AL();), i = 1,2; j = 1(1)|F]

a7, — § Am(fil) sei=1
AL(l);; —{ Vm(fj,l) i

Ou seja:

‘7m(flal) ‘n;;‘n(f%l) ‘}'m(f31l) (fl.'r"l'l )

Matriz de bloqueios marginais, BM, tal que:

TE0) = [ An(fsl) Am(f2l) Am(fal) - m(fm 1)]

BM = [BM;;), BMij = Bn(f;,1;), i = 1(1)|F|, j = 1(1)|L]

Ou seja:
[ Bn.(fi,hh) Bm(fl,lz) B (f1,83) -+ Bm(filig) ]
Bm(f2vll) (f2’l2) Bm(f2,13) Bm(f271|£|)
Wz Bm(f31ll) f37’2) B

m(folB) Bm(f37l|£|)

Bolfisyl) Bo Uirnlo) Bu(fisnls) ~+ Bu(firilic)

Ao vector correspondente & coluna j da matriz BM chamamos vector de bloqueios
marginais para o ramo /;, denotado como:

BL( ) [B (fl,l) B, (f21l) Bm(va J)’ m(fl.?-'lalj) ]T

Ao transposto do vector correspondente 3 linha i da matriz BM chamamos vector de
bloqueios marginais para o fluxo f;, denotado como:

BF(f)) = [ Bu(fis 1), Bu(fi, 12), Bu(fi,1s), ..., Bu(f:, hep) 1T
Ao vector:

ﬁ = [ Bm(el)v Bm(e2), Bm(e3)7 ey B’m(elgl) ]T

chamamos simplesmente vector de bloqueios marginais.

Iremos agora definir funcionalmente os algoritmos envolvidos no problema PEEB.
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3.2 Algoritmos AMC e AMT:

Estes algoritmos a seguir definidos permitem calcular a matriz de bloqueios marginais BM.

3.2.1 AMC: Algoritmo do Modelo de Carga

Envolve os algoritmos que permitem calcular a matriz parametrizadora do trifego oferecido,
AL(l), para todo o ramo I € £, a partir da matriz de bloqueios marginais, BM, algoritmos
esses ja descritos no relatério [3]. Com estes algoritmos consegue-se implementar computacionalmente
a fungio Oy, tal que:

H(Z) =6 (B_M), Viel

3.2.2 AMT: Algoritmo do Modelo de Transbordo

Eo algoritmo que permite calcular o vector de bloqueios marginais BL(!) num ramo I
L, a partir da matriz de trifego oferecido AL(l). Com estes algoritmos implementam-se
computacionalmente as fungdes Y; tais que:

ﬁ(l) =T ( E(l) ), Vie L

Como BL(l) é apenas uma coluna da matriz de bloqueios marginais, entio para definir
esta temos que definir outra funcio Y:

BM =Y (AL(l), AL(ly), AL(ly), .. S ALl )

Em relacao aos modelos aproximados biparamétricos de trafego de transbordo que permitem
calcular os bloqueios marginais existem numerosas abordagens/aproximagoes, desenvolvidas
desde as décadas de 50, até muito recentemente.

Sem pretender uma analise exaustiva dum tema, certamente de grande vastidao bibliografica,
poderiamos referenciar no quadro seguinte de forma muito sintética as aproximacées talvez
mais importantes:

( Aprox. Katz
Aproximagaes classicas Aprox Lindberger
Aprox Sanders/Haemers
Modelo BPP de Delbrouck
( Aprox. de Fredericks
Aprox. de Delbrouck
Aprox. tipo Fredericks. Aprox. derivada do método IPP
baseadas na Relagao de Congestio Aprox. Sanders/Doorn
Aprox. Jagerman
Aprox. Metha/Doorn

\ .

Se a aproximagao escolhida for uma das do tipo Fredericks, temos ainda que fazer outra
aproximagao para o modelo do fluxo de trafego global oferecido a feixe (B), sendo os seguintes
0s mais utilizados:

ERT de Wilkinson
Aproximagao de Hayward/Fredericks
Aproximagiao Decomposicio de Sanders/Haemers/Wilcke
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Para mais detalhes sobre as diferentes abordagens e consulta bibliografica remetenos para,
as resenhas sobre esta matéria incluidas em [2] e [5].

O modelo utilizado é uma aproximacgio do tipo Fredericks [7], que exprime o bloqueio
marginal B; = By, num feixe em fungdo do bloqueio médio de chamadas, B = B(l), da
congestao no tempo, E, no feixe, e do factor de pico Z; = Z,, associado a esse trafego
marginal oferecido:

Z;-1
Z-1
A congestio média de chamadas no sistema (probabilidade de bloqueio global de chamadas
nesse ramo) sera cdlculada pelo método ERT envolvendo o célculo de z* e A* (cf. [3]), que
definem o grupo de azar equivalente.

B;j=E+ (B - E) (1)

B =M/M = Eg(z* + N, A*)/Eg(N, A"

sendo M = Zle M;, V= 2?:1 Vie Z =V/M,sendo S o niimero de fluxos oferecidos ao feixe
e N o nimero de circuitos do feixe (de transbordo). Foi esta a aproximagao implementada.
Resta o problema do célculo da congestao no tempo E (probabilidade dos circuitos estarem
todos ocupados) E.
Sendo a relagdo de congestdo definida por:
r=EB
E
se conhecermos o seu valor podemos facilmente calcular E.
Em [11] é feita uma andlise circunstanciada do problema do célculo da relacio de congestio.
O método de célculo proposto por este autores e que foi adoptado no nosso modelo é considerado
o que fornece melhores resultados numa maior variedade de situacées estudadas:

RMVL _ 2A*N (2" — 1) @)
Mz (:c*+N— 1- 4 -2 4\ far 4 N - 1—A*)2+4A*N)

A aproximagao adoptada — aproximagio tipo Fredericks com férmula de Metha-Doorn e
tomando para o trifego global o modelo ERT de Wilkinson ~ foi escolhida por se considerar que
no presente contexto era um bom compromisso entre a precisio e a eficiéncia computacional,
sendo este tltimo factor de grande peso no nosso modelo do problema PEEB. Tal conclusio
deriva da experiéncia e conhecimento dos autores, no ambito de estudos anteriores e do proprio
estudo em causa.

3.2.3 Algoritmo AEEB: Calculo dos Bloqueios Ponto a Ponto

E o algoritmo que permite calcular a matriz de bloqueios ponto a ponto EEB quando estd
calculada a matriz de bloqueios marginais BM;; est4 descrito na secgdo 5 deste relatério.

Este algoritmo é especificado em termos das funcdes de Wan Chan e permite calcular
o bloqueio ponto a ponto relativo a um certo fluxo f € F partindo do vector de bloqueios
marginais para o fluxo f, -BT( f). Este algoritmo permite implementar computacionalmente
as fungoes &y, tal que :

EEB(f) = ®; (BF(f)), Vf€ F




Para calcular EEB temos que calcular EEB(f) para todos os fluxos, o que corresponde
a definir uma funcio @:

EEB = &(BM)

Com os dois primeiros algoritmos conseguimos calcular a matriz de bloqueios marginais
BM. Depois desse célculo ter sido efectuado podemos entao aplicar o algoritmo AEEB para,
determinar a matriz de bloqueios ponto a ponto.

4 Equacoes de Carga

A partir dos algoritmos AMC e AMT temos uma matriz de bloqueios marginais definida
implicitamente.

BM =7 ( ©n (BM) ,0,, (BM) ,045 (BM) ..., Oy (BM) )

Definamos a funcio ps
BM = yps (BM)

Se escrevermos a equacao anterior em termos dos componentes do vector BE temos:

Bm(el) = ¢1 ( Bm(el)me(e2)1B‘In(e3)a"'1Bm(e|5|) )
Bm(EZ) = ¢2 ( Bm(el)7Bm(e2)7Bm(e3)"--aBm(elfl) )
B’m(e3) = ¢3 ( Bm (el)y Bm(62)1 Bm (63)a ceen Bm(elfl) )

ém('€|s|) = ;ﬁm( Br(€1), Bm(e2), B(€s), - ., Bm(ejg|) )

designado por sistema de equacoes de carga — SEC [5]. Defina-se a equagio anterior em
termos de uma funcao ¥y, associada a Yv, de modo que:

Yy (BE)=4v (BE)-BE =10 (3)

A raiz desta equagio é o zero da fungio Uy, o ponto fixo de ¢y, e a matriz solucio das
probabilidades de bloqueio marginais.

Conclui-se que, partindo dos algoritmos AMC e AMT, somos conduzidos a um sistema
de equagbes nio lineares (tanto o modelo de carga como o modelo de transbordo sio nao
lineares), sistema esse que tem como solucio as probabilidades de bloqueio marginais.

4.1 A solugao numérica de sistemas de equagoes de carga

Temos de encontrar a solugio nimerica do sistema de equagoes de carga, que é um sistema
de equagdes implicitas, nao lineares, de grande nlimero de equagdes e varidveis.

Entdo, para determinar a raiz BE® = [Br.(e1), By (€2), ..., B&(e3)]T da equagio (3),
podiamos usar o método de iteragio de ponto fixo.

BE" = §(BE™) p=0,1,2,3,... (4)

[T



Onde a aproximagao inicial BEY ¢ uma estimativa inicial da solu¢io da equagio (3). O
processo iterativo (4) pode também ser escrito do seguinte modo:

( Bm(el)“’“): 1/11(Bm(el)(P),Bm(ez)(P),Bm(eg)(P),Bm(e4)(P),...,Bm(e|g|)(1’))

B (e2)?*) = y( By (e1)(®), B,y(e3)(?), By (e3)®), By (e)®), .. .1 Bm(eje))®)
B, (63)(p+1) = ¢3(Bn, (el)(p), Bm(e2)(p)v Bm(e-'i)(p): Bm(e4)(p)1 vy Bm (elsl)(p))
B ( ( B’m (61)(p), Bm(e2)(p)1 Bm(e3)(p), Bm (64)(p)7 LR Bm (e|£|)(p))

m(ea) Pt = g

By, (ei)(p+l) = d’z( By, (el)(p)a cvey By (ei—l)(p)y By, (ei)(p)v Y (e|€|)(p))

. B, (EIEI)(MI) = (B, (el)(P), Bm(eg)(P), B, (e3)®, Bm(e4)(P), . "’Bm(elﬂ)(p))

Quando iteramos #;,7 = 2(1)n podemos notar que ja foram calculadas aproximacées das
varidveis By, (€;), j = 1(1)i—1 correspondentes 3 iteracio corrente (p+1), ou seja, ja dispomos
das quantidades B, (e;)®+V),j = 1(1)i — 1 e continuamos a usar as quantidades B,, (e;)®)
nos cdlculos, isto é, as quantidades da iteracio anterior. Podiamos entio usar o procedimento
seguinte:

(B, (e)Pt1) = P1( B (€1)P, B (e2)®), B, (e3)®, B (eq)?), ..., Bm(e|g|)(”))

B, (62)(p+1) = Q/’2( B, (el)(p-H)v B, (62)(p)7 B, (63) (p)’ sy Bm(elﬁl)(p))

By, (63)(p+1) =  ¢3(Bn (el)(p+1)7 Bm(e2)(p+1), Bm(e3)(p)a -evyBm (eIEI)(p))

B (eg)P*) = 4py( By (e1)PHD), <+ Bm(e3) PtV B, (eg)®), ..., B (ejg))®))

Bm (ei)(p+l) = "l’i( B'm (el)(p+1)7 ey Bm(ei—l)(p+1)y Bm(ei)(p), tey Bm (elgl)(p))

{ Bm(e|g|_)(P+1)= d)n(Bm(el)(p“),Bm(ez)(”“),Bm(ea)(”“),---,Bm(e|g|)(”))

Para o célculo de B, (e;)(P*Y) sio assim usadas as aproximagées, de cada componente do
vector solugdo, mais recentemente calculadas. Esta é a iteradora de Gauss-Seidel, que foi a
adoptada no presente modelo por se ter revelado computacionalmente mais eficiente para o
tipo de redes da rede-estudo.

Para resolver numericamente o SEC, qualquer que seja o método iterativo, é necessirio
uma estimativa inicial da solucao.

Optou-se como estimativa inicial que se baseia na aplicagao do modelo de Erlang-B, para
0 qual foi necessirio estimar a média global de trifego oferecido a cada ramo da rede. Isso
conseguiu-se através de uma simplificagio do modelo que representa o sistema cf [5].

Algoritmo 4.1 (Aproximacéo Inicial)
Entrada: Pardmetro.g_dcﬁnidores de uma rede R = (V,L,F,P,E,C,R,) € uma matriz de
trdfego exdgeno AT.
Saida: A aprozimagdo inicial para a matriz de bloqueios marginais B !
Processamento:
1. VI € L identifica uma equagdo e, = (f,,1) € £

(a) Bm(flv l) + Ep (C(l)7 A(fl))
(b) Ve = (f,1) € £ : Bu(f,1) & Bum(f1,])
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4.2 Iteradora de Gauss-Seidel

Para cada ramo da rede obtem-se a matriz AL(l)* a partir da matriz B_Mk, (usando um
modelo de carga) e calcula-se BL(I)(*+1) (por um modelo de transbordo) a partir de AL(I)*.

Isto corresponde a calcular a carga num ramo da rede e seguidamente calcular os bloqueios
marginais. A carga nos sucessivos ramos da rede é calculada, por um modelo de carga, usando
as aproximagOes mais recentemente calculadas para o valor das probabilidades de bloqueio
marginais, pois este é sucessivamente actualizado, dai também a designacio de processo
iterativo de deslocamentos sucessivos.

Algoritmo 4.2 (Iteradora de Relaxacdo)
Entrada: Pardmetros definidores de uma rede R = (V,L,F,P, £ yC,Ra) € uma matriz de
trdfego exogeno AT.
Saida: Uma aprozimagdo para a matriz de probabilidades de bloqueio ponto a ponto EEB.
Processamento:
1. Obter a aprozimacio inicial BM"® (algoritmo {.1)
2. Repetir com k =0,1,2,... até satisfazer critério de paragem:
® Repetir para | = 1(1)|L|:
— Obter pelo AMC a aprozimagdo AL()*®) g partir de B ;
— Obter pelo AMT a aprozimagio BL(1)*+Y), a partir de AL(1)(k);
3. Repetir para f = 1(1)|F|:
e Calcular EEB(f) pelo algoritmo de Wan Chan.
4. Termina.
__Com este processo iterativo vao-se fazendo sucessivas actualizagoes das colunas da matriz
BM. O modelo de carga calcula o trifego oferecido a cada ramo fluxo a fluxo, ou seja, a partir
de valores das probabilidades de bloqueio marginais que se encontram numa mesma linha da
matriz BM. O modelo de carga lé linhas da matriz BM com os seus valores sucessivamente

actualizados.
Utilizaremos a norma seguinte

1X] = /Zx,? VX =[z1,2,...,2,)T € R

necessaria no teste da condicio de paragem, do processo iterativo.
Considerando a definicdo de condicio de contracc¢ao [5], podemos escrever:

I$(BE:) - %(BE,)|| < L IBE, - BE,||

para 0 < L <1, em que L é a constante de Lipschitz.
O que nos permite escrever o seguinte:

I#(BE™) - JBE® ™)) < L |BEY - BEC-Y)

e entao:

”ﬁ('pﬂ) _ ﬁ(p)” <L ”ﬁ(p) _ ﬁ(p—l)”
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”BT(H?) _ ﬁ(pﬂ)” <L ”ﬁ(p) _ E{P-l)”
”ﬁ(p%) _ ﬁ(pﬂ)“ <3 “ﬁ(p) _ ﬁ(z’—l)”

Resultado que serd utilizado seguidamente. Notando a validade da seguinte igualdade

”BE(P+k) _ BE(P)“ — “(ﬁ(iﬁl) — ﬁ(?)) + (ﬁ(?'ﬂ) _ ﬁ(z"l‘l)) + ..

et (ﬁ(]ﬂ'k) _ ﬁ(lﬁk—l))”

e aplicando a desigualdade triangular, temos que:

“BE(P+k) _ BE(P)“ < | (ﬁ(ﬁ'l) _ ﬁ(l’)) I+ | (ﬁ(l""z) _ E(P+1)) I+
R ” (ﬁ(p'i'k) _ ﬁ(}&k—ﬂ) “
e entao:

”ﬁ(mk) _ ﬁ(z’)” < L BE® _ g1 | + L2 BEW _ gtV |+

+ ..o + 4| BEY - BBV | < -2 BE® - BEV ™ |

quando k& — oo, obtemos:

=+ B L ———
| BE" - BE” || < -=—|| BE® - BE®™ | (5)

se 0 < L <1esel BE® _ BE®-Y | < ¢ (a norma da diferenca entre duas iteragdes

sucessivas € inferior a uma certa quantidade ¢) entdo a partir da desigualdade (5), obtemos:

| BE*—=BE® ||<e, Ve>0

que pode ser utilizado como condi¢io de paragem para o processo de iteracao de ponto fixo.
Entdo, em todas as iteragdes calculamos a norma || X®) — X(p~1) ||, até que esta seja menor
que uma certa precisdo absoluta pré-fixada e.

Ou entio, o cdlculo da sucessdao vectorial BE™ yn=20,1,2,... termina na iteragdo k que
verifique a condigao:

| BE® - BE*Y |
—=(k
I BE™ ||

Este critério garante um erro relativo para a aproximacio calculada inferior a p.

Em ambos os critérios de paragem (precisio relativa ou absoluta) a constante de Lipschitz
L deve ser inferior a 1/2, pois caso contririo a condigdo de paragem pode verificar-se numa
iteragao em que o erro é muito superior ao aceitdvel.

Em [6] mostra-se que para redes com um grau de encaminhamento alternativo e de
transbordo miituo muito elevado se poderia utilizar com vantagens potenciais uma tecnica de
aceleragao de convergéncia pelo algoritmo epsilon de Wynn, cf se discute em [5]

<p
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5 Calculo do Bloqueio Ponto a Ponto em Funcao do Bloqueio
Marginal

Iremos aqui descrever a teoria e o algoritmo de Wan Chan (1], utilizados para o célculo do
bloqueio ponto a ponto EEB(f) em funcio dos bloqueios marginais, supostos conhecidos.
Seguiremos aqui a abordagem descritiva sitematizada feita em [5]-

O célculo dos bloqueios ponto a ponto na rede, faz-se separando a andlise por fluxos, ou
seja, calculando EEB(f) a partir do vector de bloqueios marginais BF(f), para cada fluxo
ferF.

Fixamos entdo f como um desses fluxos, tendo-se:

BF(f) = [Bn(f,1), Bu(f,l2), ... Bu(f,lc))] "

representando By, (f,1;), i = 1(1)|£] a probabilidade de um ramo I; estar bloqueado, quando
uma chamada do fluxo f é oferecida & rede, desde que (f, ) ee.
Com esse sentido escrevemos:

B (f,1:) = Pr{l; ocupado para f}, Y(f,l;))ee

Seguidamente, apresenta-se o algoritmo de Wan Chan [1] para redes com plano de enca-
minhamento do tipo arbitrario, mostrando-se a simplificagdo deste algoritmo para o caso de
redes com plano de encaminhamento do tipo énico caminho de perdas.

Os algoritmos de Wan Chan sio baseados em operagGes sobre conjuntos de ramos, que
geralmente ndo representam caminhos. As defini¢des que se seguem estao relacionadas com
conjuntos de ramos e nao caminhos.

Um ramo estd livre se e s6 se tem pelo menos um circuito livre. Um conjunto U de ramos
estd livre se e s6 se todos os ramos do conjunto U estio livres no instante em que é oferecida
uma chamada do fluxo em questdo. Quando U nio est3 livre diz-se que estd ocupado.

Sendo Uy, ...,U, uma sequéncia ordenada de conjuntos de ramos. U; estd em uso se e
s6 se todos os conjuntos que precedem U; na sequéncia, nomeadamente, Uy,...,U;_; estio
ocupados e U; estd livre.

Definindo o conjunto Uj(iy como sendo:

Uipy=U; -U;, U,U;cL

isto é:
Uj(;)={l€£:l€UjAl¢U,‘}
O conjunto Uj;) (resultado de uma das operacdes nos algoritmos) nao representa em geral
um caminho, mesmo sendo U; e U; caminhos para um mesmo fluxo f € F na rede R, pois os

caminhos podem néo ser disjuntos.
Generalizando o conceito de plano de encaminhamento para um fluxo, temos ent3o:

P,(f)z[UlvU21---1l]i], f=(0,d)

onde Uj, j = 1(1)i sdo caminhos em R, com origem no nodo o € V, mas nao necessariamente
com destino no nodo d € V. Aos caminhos de P'(f) que terminam em d, chamaremos
caminhos completos (para o fluxo f).

Os acontecimentos {U; em uso } e {U; em uso } sio mutuamente exclusivos, para i £,
pois hd quando muito um conjunto de ramos na sequéncia em uso.
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Lema 5.1 Seja S =[Uy,Uy,...,U]: U; C L, j=1(1)i entdo:

Pr {HlUj €S5:Ujem uso} = ZPT‘ {U; em uso }
k=1

Como os acontecimentos Pr {I'U; € S em uso} e Pr{3U; € S em uso} sio equivalentes
vem:

Lema 5.2 Seja S = [Uy,Us,...,Uj]: U; C L, j=1(1)i entdo:

Pr{3U; € S: U; em uso} = Pr {EIIU_,- €S:Ujem uso}

A probabilidade de um conjunto estar livre é o produto das probabilidades de cada ramo
desse conjunto estar livre, conclusio obtida a partir da hip6tese 2.2.1 ii).

Lema 5.3 Pr{U; livre} = [Ty, [1 — Bn(f,{)]

Pela aplicagdo do teorema de Bayes e também pela hipétese 2.2.1 resulta:

Lema 5.4
Pr{Uy,Us,...,Ui_; ocupados | U; livre }
= Pr {Ul(i)= Uagays - -+ Uic1(s) ocupados}
Sendo Uy, ...,Un a sequéncia de caminhos de um dado fluxo (o, d), uma chamada ser4

bloqueada se e s6 se usar um dos caminhos de perda, ou equivalentemente, nio usar qualquer
um dos caminhos completos. Noutras palavras

EEB(0,d) =1— Pr{Um dos caminhos completos em uso}

Pelo lema 5.1, temos:
EEB(o,d) =1~ Pr{U; ser usado} (6)

onde a soma se estende a todos os caminhos completos U;. Facilmente se vé que se o plano de
encaminhamento for constituido apenas pelo caminho vazio entio EEB(o,d) = 1 pois como
nao existe nenhum caminho completo o somatério é nulo.

Note que [J;e(3[1 = B (f,1)] = 1 (por convencio), pois um caminho que nio tem ramos
para causarem bloqueio, estd sempre livre, quer com isto dizer-se que quando o caminho
seleccionado para uso for o caminho vazio entdo esse caminho passa a estar em uso para esse
fluxo, contudo essa chamada sofreu bloqueio no sentido em que nao se conseguiu a ligacao
entre o nodo origem e o nodo destino, uma vez que, caminho vazio é um caminho livre mas
nao completo.
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5.1 Plano de Encaminhamento do Tipo Arbitrario

Pretende-se calcular FEB para um dado fluxo f no qual a sequéncia de caminhos é arbitréria,
isto é, ndo restringida de qualquer modo. Precisamos para isso calcular Pr{U; em uso}.
Sei=1
Como U; é o primeiro caminho da sequéncia,

Pr{U, em uso} = Pr{U; livre}

pela aplicagio do lema 5.3:

Pr{U; em uso} = [] [1 - Bu(f,!)] (7)

[El]1
Sei>1

Por definicdo de caminho em uso:

Pr{U; em uso} = Pr {U1,...,U;_; ocupados, U; livre}
= Pr{U; livte} x Pr{ly,..., U;—1 ocupados |U; livre}

pela aplicacdo dos lemas 5.3 e 5.4, vem:

Pr {U; em uso} =

(H (1 - Bu.(f, l)]) X Pr {Ul(;), ooy Uisaga ocupados}

leU;
Considerando S = {Uiy Usiys - - -, Ui_1(:)}; temos:

Pr{U; em uso} =

(H [1 = Bn(f, l)]) X (1= Pr{3U; € S: U; em uso})
!

el;

Aplicando também o lema 5.2, temos que:

Pr{U; em uso} =

(H [1 - Bm(f1l)]) X

IELII'
(1 - Pr {HlUj €S5: Ujem uso})
E por iltimo, aplicando o lema 5.1, vem:

Pr{U; em uso} =

(H 1 - B.(f, l)]) X (1 - li: Pr {Uk(.i) em uso}) (8)

leU; k=1
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Temos entdo a férmula recursiva para calcular a probabilidade de um conjunto de ramos
em uso.

Definigéo 5.1 (Fungdo Q de Wan Chan) Q(U,. .., U)=Pr {U; em uso}
Combinando as equagdes (6), (7) e (8) temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Sendo P'(f) = [Uy, Uy, ..., U] o plano de encaminhamento para um fluzo na
rede R = (V, L, F,P',€,C,R,), entio:

EEB(f)=1-)_Q(U,Us,...,Uy)

onde o somatdrio se estende a todo o i tal que U; seja um caminho completo para o fluzo f.
Para o cdlculo das fungées Q@ de Wan Chan usa-se a seguinte relagdo recursiva:

HleUl (1 - Bn(f, ] _ set=1 v
Qy,...,.U;) = (HIGU‘ (1~ Bn(f, 1)]) X [1 - kéle(Ul(,-),...,Uk(i))] seis1 O

Avaliemos a quantidade de computacio envolvida no cilculo de Q(Uy,...,U;) usando (9),
e seja n;=nimero de chamadas recursivas feitas no cilculo de Q(U,...,U;) no pior caso.

Para i = 1 é claro de (9) que n; = 0.

Para i > 1, para calcular Q(Uy, . .., U;) sdo feitas i— 1 chamadas recursivas, nomeadamente
uma para cada Q(Uy;)), Q(Uygiy, Uziy), - -+, QUsiys - - -, Ui_1(i)) (ou seja, para todas as parcelas
da soma) e cada um delas por sua vez faz ny, n2,...,n;—1 chamadas recursivas no pior dos

casos. Por isso -
i

n; = (17—1)+an para i > 1.
k=1

Resolvendo esta equagao diferenga com ny = 0 temos n; = 2i~1 — 1.

Entdo no pior caso, o nimero de chamadas recursivas feitas no cilculo de Q(Uy,...,.U;) é
uma fungio exponencial de 7, mas para i < 11, (21~ - 1) < 43, ou seja, o calculo necessirio
para os valores de i encontrados na pratica, nao é tio grande quanto pode parecer a primeira
vista.

O célculo necessério pode ainda ser reduzido através da andlise seguinte.

Relembrando a definigiao 5.1 temos :

QUy,...,U;) = Pr{U; em uso} = Pr{Uy,...,U;_; ocupados, U; livre}

Daqui facilmente se verifica que a ordem por que estao indicados os conjuntos Uy, k =
1(1)i — 1 é irrelevante.

Lema 5.5 Q(Uy, Uy, ..., U;) € irrelevante perante qualquer permutagdo dos conjuntos Uy, k =
1(1)i — 1, desde que U; mantenha a iiltima posicdo da sequéncia.

Supondo que para algum j < i, U; C U;. Entao U; ocupado implica que pelo menos um

dos seus ramos, o qual deve também ser um ramo de U;, nao esteja livre e entdo U; estd
ocupado. Novamente usando a defini¢ao 5.1 temos o seguinte:
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Lema 5.6 Se para algum j < i, U; C U; entdo QUy,...,U)=0.

Supondo que para algum j, h < i, U; C Uy. Entéo U; ocupado implica que U}, nio esteja,
livre. Como U; C U), = Uiy C Uni), entao pelo lema 5.6 :

QUiGiy, Ugsys « -+, Uiy, Upgsy) = 0

Sem perda da generalidade, considerando h =i — 1 e J=1t—2ede (9) vem

lel’;

QUL Uy, ..., U, Uy, U;) = (H [1- Bm(f,l)]) X

i-2
1- gUI(i), - Ujan Ungsy) = Y QUrgy, - - -, Uri))]
R k=1

=0

Daqui concluimos que podemos eliminar o conjunto U}, da lista de argumentos de QUL ..., U).
Segue-se entao o lema 5.7.

Lema 5.7 Se para algum j, h < i, U; C U, entdo

Q([]ls . Wlfi) = Q(Ulv' --alIh—I’Uh+la . "7lf'i)'

Supondo que U, ..., U; sio disjuntos dois a dois, isto é, U; U, = § para todo o j #h
entao
i—1
Pr{lh,...,Ui—; ocupados, U; livre} = Pr {U; livre} x H Pr {U}, ocupado}
k=1

Isto junto com a definigdo 5.1 e o lema 5.3 conduz ao seguinte:

Lema 5.8 Se Uy,...,U; sdo disjuntos dois a dois entio :
i-1
QU .., U)= | [T = Bu(£0]| x T[] 1= T] [1 = Bu(/,1)]
lel; k=1 leUy

E facil de ver que as economias no nimero de chamadas recursivas com a aplicacdo dos
lemas 5.6, 5.7 e 5.8 sdo n;, n; — n;_; e n;, respectivamente. Vamos considerar agora para cada
lema uma comparacio entre a economia oferecida versus computagao adicional requerida.

Para usar o lema 5.6 temos que testar se ha um J < ital que U; C Uj, ou equivalentemente,
Uiy = {}. Como Usgiys - U;-1(;) tém que ser calculados na aplicacdo da férmula recursiva
(9), a introdugao do lema 5.6 nio necessita computagao adicional. Entido o lema 5.6 é
implementado no algoritmo para calcular Q( Ur,...,Uy).

Considerando o lema 5.5 é possivel tornar o lema 5.6 aplicivel um maior nimero de
vezes no calculo de Q(Uy;), Q (U, Usiy)y - s QUi - -, Ui_1(4))- Para fazer com que essa
situagdo (aplicagio do lema 5.6) ocorra mais frequentemente, rearranjamos Uy, ...,U;_; em
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Ui, ..., U;_1y operagao que ordena os conjuntos Urriys -, Ui-1y(i) Por ordem nao decrescente
do seu cardinal, isto é [Uy;)| < [Upyy < ... < U1yl

Para usar a lema 5.7 temos que testar se existe j, h < 4 tal que U i C U, ou equivalentemente,
Uj(ry = {}. Como Uj(r) ndo é necessério no algoritmo para calcular Q(Uy, ..., U;), para usar
essa simplificagdo era entdo necessirio computacio adicional. Além disso, o uso do lema 5.6
e o rearranjo dos argumentos conseguird parte ou toda a economia oferecida pelo lema 5.7.
Entdo o lema 5.7 néo foi implementado no algoritmo para o célculo de Q(Uy, ..., U;).

Para usar o lema 5.8, temos que testar se para todos 1 < j < k < i, U; Uy = {}. Dado
U; N Uk nao ser usado no algoritmo para calcular Q(Uy, ..., U;), o uso do lema 5.8 requer uma
quantidade substancial de computagdo. Além disso, o lema 5.8 nio resultard em qualquer
economia se para qualquer par de j, k, U; Uy, # {}. De facto o lema 5.8 é satisfeito sobretudo
quando o niimero de ramos envolvido é pequeno e por isso a economia resultante é também
pequena. Portanto o lema néo foi implementado no algoritmo.

5.2 O Algoritmo ¢ de Wan Chan

Entradas: O plano de encaminhamento P'(f) = [U;, Uy, ..., Un] e o vector BF(f).
Saida: A probabilidade de bloqueio ponto a ponto para o fluxo f:

EEB(f)=1-)_Q(Uy,Us,...,U;)

onde o somatdrio se estende a todo o i tal que U; seja um caminho completo para esse fluxo
e as fungdes () de Wan Chan sio calculada como segue:

Funcao Q(Uy, Uy, ..., U;) :
> Se ¢ =1 entdo @ ¢ [[ier, [1 — Bm(f,1)] e termina.
> Se i > 1 entao
— Para k = 1(1)i - 1 fazer V} « Uy, — U;;
— Se Hi_:ll |[Vk| = 0 entdo Q «+ 0 e termina.
— Se [T:Z} |Vi| # 0 continua: :
* Reordenar as sequéncias V1, V3, ..., Vi_, por ordem nao decrescente do cardinal

dos seus elementos;
* Calcular por recursio:

i-1

Q«+ (H[l - Bm(f,l)]) X (1 - Q(V1,Va. .., vk))
ley; k-1

e termina.

Esta variante do algoritmo de Wan Chan, numa rede com cranckback, sé é utilizada
no contexto do cdlculo do trifego e variancias marginais, para efeito da determinacio de
probabilidades de usar um caminho arbitririo.
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5.3 Plano de Encaminhamento do tipo Unico Caminho de Perdas

Iremos aqui utilizar a descrigio feita em [10] de acordo com [1]. Pretendendo-se calcular
o bloqueio ponto a ponto para um fluxo no qual o plano de encaminhamento contém sé
um caminho de perdas o qual é sempre o dltimo caminho da sequéncia. Esta é a situacio
que corre numa rede com cranckback no estado totalmente operacional. Notar que na rede
com cranckback, caso ocorram avarias, os caminhos cortados (por falha de né ou de arco)
correspondentes sao eliminados do plano de encaminhamento, pois na pratica funcionam com
transbordo total, pelo que se utiliza a funcio E de Wan Chan, a seguir definida. Tomando
partido da falta de caminhos de perda misturados com os outros caminhos no plano de
encaminhamento podemos simplificar a férmula recursiva anterior conseguindo-se minimizar
a computacao envolvida.

Tomemos Uy, ..., U, como sendo a sequéncia de encaminhamentos de (o.d) onde U, é o
tinico caminho de perdas. De (6) temos:

1 sem=1

_ m—1
EEB(o,d) = 1-— Z Pr{U; em uso} sem > 1 (10)

=1

Defini¢do 5.2 (Fungdo E de Wan Chan)

)
E(l,...,U)Z=1 - ZPr'{Ui em uso}

1=1
Pela aplicagio da defini¢do (5.1), temos:

E(Ul,...,Uj)=1—iQ(U1,...,Ui) (11)

=1

Paraj=1
E(U) =1-Q(h)

Aplicando a férmula recursiva (9), vem:

E(Ul) =1- H [1- B (f, l)] (12)

lel

Para j > 1
J J
E(Uy...,Uj)=1=3 Q(Uy,...,U)) = 1 - Q(U) - QUy,...,Uy)
i=1 =2

Também pela férmula recursiva (9), temos:

E(Uy, Uy, ...,Uj)=1= ] 1 - Bu(f, D] -
lel’

J i—1
> (H [1 - Bn(f, l)]) X [1 =3 Qg ..., Upgy)

=2 \lel, k=1
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Aplicando agora (11) chegamos 3 relagio:

EU,Uy...,Uj)= 1~ ] [1 - Bu(f,1)] -
lelh

Z (H [1 - Bm(f’ l)]) X E(Ul(i)v ERE U’i—l(i))

=2 \lel;

(13)

As equagoes (12) e (13) juntas formam a férmula recursiva para calcular o bloqueio ponto—
a—ponto E(Uh,...,Un_1) de (0,d) para o caso de m > 1. Considerando também (6), fica
demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 5.2 Sendo P'(f) = [Uy, U, ...,Us] o plano de encaminhamento para um fluzo na
rede R=(V,L,F, P, ¢,C), entdo:

EEB(f):{l sem=1

E(Uy,Usy...,Up—y) sem > 1

Para o cdlculo da fungdo E' de Wan Chan usa-se a seguinte relagao recursiva:

(1 — JI[-Ba(f,)] sej=1
lel;
1 - JI0-Bu(f0]-
E(UI,UQ,...,U}') = J lerl (14)
> (H [1- Bm(f,l)]) X
=2 \leU;
\ E(Ul(,'), cey Ui—l(i)) sej>1
Para avaliar a quantidade de cdlculo necessario para obter E (U, ..., Uj) consideramos o
nimero de chamadas recursivas n; feitas no pior dos casos. Seguindo as mesmas razoes que
para Q(Uy,...,U;) é facil ver que n; é dado pela mesma equagéo diferenca; também n; =0

e por isso n; = n; = 271 — 1. Entdo o nimero méximo de chamadas recursivas requeridas
para calcular EEB(o,d) com (m — 1) caminhos completos é nl,_,=2m"%2_1,
Considerando S = {Uy,Uy,...,U;}, e pelo lema 5.1 e defini¢io 5.2 temos:

E(,...,U5) =1- Pr{3'0; € § : U; livre}
E pelo lema 5.2, vem:
E(,...,U;) =1~ Pr{3U; € S : U; livrte} = Pr{U,. .., U; ocupados} (15)

Noutras palavras, numa sequéncia do tipo tnico caminho de perdas uma chamada é
bloqueada se e s6 se todos os seus caminhos completos estio ocupados. Dado que U; = {}
esta sempre livre, temos o seguinte:

Lema 5.9 Se para algum i < j, U; = {} entdo E(Uy,. ., Uj)=0.

Suponha-se que para algum i,h < j, U; C U,. Entao U; ocupado implica que U}, esteja
ocupado. De (15) vemos que podemos retirar U, da lista de argumentos de E(Uj,...,U;)
sem alterar o seu valor.
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Lema 5.10 Se para algum i, h <7, U; C U, entdo
E(Uy,....U;) = E(Uy,...,Up-1,Upty, ..., U;)

Supondo que Uy, ..., U; sio disjuntos dois a dois, ento :
J
Pr{ly,...,U; ocupados} = H Pr {U; ocupado}

=1

Juntamente com a equagio (15) e o lema 5.1 conduz ao seguinte:

Lema 5.11 Se Uy, .. -, U; sdo disjuntos dois a dois entio
i-1
EU,....Uy= | TT[1 - Bn(£,1)] ] + IT{1- T - Ba(s, 1)
lel; e=1 lel,

E de notar a semelhanca entre os lemas 5.9, 5.10 e 5.11 e os lemas 5.6, 5.7 e 5.8,
respectivamente. Seguindo o mesmo raciocinio, usado anteriormente para Q(Uh,...,T5;)
analisando a economia conseguida versus computacao adicional requerida, em (1] conclui-
se que 56 o lema 5.9 deverd ser implementado no algoritmo de cilculo de E(lq,..., U;).
Observou-se também que todos os argumentos de E podem ser rearranjados sem alterar o seu
valor que em cada recursio, Uigys - - -, Ui_l(,-) deverdo ser rearranjados pela ordem crescente

do seu tamanho.
Temos entdo o seguinte algoritmo recursivo para calcular EE B de um dado fluxo com um
plano de encaminhamento com um tdnico caminho de perdas.

5.4 Algoritmo E de Wan Chan

Entradas: O plano de encaminhamento P’ (f) =[U1,U,,...,U] (onde U, é o tinico caminho
de perdas) e o vector BE(f).
Saida: A probabilidade de bloqueio ponto a ponto para o fluxo f:

1 se m=1
EEB) = { E(U,....,Upn—1) se m>1
a fun¢io E(Uy,Us, .. .»Um—1) de Wan Chan é calculada como segue.
Fungao E(Uh,Us,..., U;):
> E+1~TIler, 1 - Bn(f,D)]
> Se j > 1 entdo Para i = 2(1); fazer:
- Para k = 1(1)i — 1 fazer V; « Uy — U;
- Se H;c':ll {Vi| # 0 entio:
* Reordenar a sequéncia 1} » V2, ..., Vi_1 por ordem nao decrescente do cardinal
dos seus elementos;
* Calcular por recursio:

E+E- (H [1—Bm(f,l)]) X E(Vi, Va,..., Viey)
1

€U;
e termina
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